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A family of k-colorings of the edges of K, with a large number of trichromatic triangles is 
constructed, which is connected with the existence of projective planes. An upper bound for 
the first 4-ary Turan function is also given. 
On construit une famille de k-coloriages des a&es de K, avec un grand nombre de triangles 
tricolores, en relation avec I’existence des plans projectifs. On donne aussi une majoration de 
la premiere fonction 4-aire de Turan. 
0. Notations 
G &ant un r-graphe [2], G son complementaire et KL le r-graphe complet 
d’ordre n, on pose o(G) = max m: K:, c G et a(G) = o(G). 
k&(G) est le nombre des KL c G. 
G; dtsignera parfois un r-graphe arbitraire d’ordre n. 
Si 2 6p c r s n, S;(n) est, s’il en existe, n’importe quel GL tel que p quel- 
conques de ses sommets appartiennent a une arCte et une seule. Les S;(n) ou 
graphes de Steiner sont souvent appeles configurations tactiques [2]. 
Les fonctions de Turan T;, connues seulement si r = 2 sont definies comme 
suit. Si 2 c r up s n, T;(n) = min k:(GL): 8(G;) <p. 
1. Coloriages des a&es de K,, ayant un grand nombre de triangles tricolores 
Erd6s et Turan-Sbs ont conjecture [l] que le nombre T des triangles tricolores 
dans un 3-coloriage des a&es de K,, ne pouvait depasser 3(S) + o(n3), valeur 
obtenue en partant de 12 = T = 4 et en it&ant la composition de ce coloriage avec 
lui-meme, en generalisation Cvidente de la composition des graphes [7]. Nous 
nous sommes interesds [4,5] a ce probleme sans pouvoir prouver mieux que max 
T < 0.474 (z) pour n assez grand. 
Pour maximiser T dans le cas d’un k-coloriage (k >3), on pense 
immediatement, pour k impair, a partir d’un coloriage oti n = k + 1 et T = (k f ‘) 
et a iterer ce coloriage. On obtient ainsi max T 2 (1 - 3/(k + 2))(z) + o(n”). Nous 
allons proposer une construction asymptotiquement meilleure pour k = p (1 + 1 (p 
premier), qui elle aussi generalise la construction d&rite pour k = 3. 
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Nous disons qu’un S;(n) est kirkmanien ou resoluble s’il est possible d’en 
repartir les aretes en composantes dont chacune recouvre tous les sommets et est 
formee d’aretes disjointes. 11 en est ainsi de S;(9) dont les 12 a&es (ou triples, 
ou faces) se repartissent en 4 composantes de 3 a&es. 11 est connu [6] que tout 
S;(r2) est kirkmanien et done residue1 d’un plan projectif $+‘(r2 + r + 1) ‘d’ordre 
9 r. 
Tout S;(r2) a (r + 1) composantes de r a&es. Associons une couleur a chaque 
composante et colorons chaque a&e de Ky2 par la couleur de la composante a 
laquelle appartient l’arete du graphe de Steiner oti elle est contenue. 
Proposition 1. Ces (I + 1)-coloriages des a&es de K,z maximisent le nombre des 
triangles tricolores. 
Preuve. Soient M, B, T les nombres respectifs de triangles mono-, bi-, tri- 
chromatiques dans un k-coloriage des a&es de K,,. Ici, k = r + 1 et n = r2. De 
plus B = 0. Or 3M + B 5 nk((“-21)‘k) dans tout k-coloriage. Done ici 3M + 3B 
atteint son maximum r2(r + l)(‘; ‘) et T est bien maximal. Cl 
En it&ant ces coloriages, on obtient 
max T Z (1 - l/(k - 2 + 2/k))(;) + o(n’) 
qui est meilleur que le resultat precedent. 
11 est bien connu qu’un plan projectif existe si son ordre r = p a et qu’il n’existe 
pas par exemple de plan projectif d’ordre 6 d’apres le celbbre thereme de Bruck 
et Ryser. 11 est peut-etre inattendu de constater que les 7-coloriages sont ainsi 
susceptibles de se comporter, relativement au problbme pose, differemment des 
k-coloriages (k = 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10). 
2. Majoration de T&z) 
La majoration des fonctions ternaires par Turan lui-mCme est bien connue et 
paralt excellente bien que Kostochka (communication orale de P. ErdGs) ait 
decouvert des cas, pour n non multiple de 3, oti elle ne donne pas la vraie valeur. 
Par contre, il n’existait pas a notre connaissance de majoration satisfaisante pour 
T$ La bipartition de l’ensemble des sommets dont il va Ctre question nous a CtC 
inspiree par le Professeur Erdiis un jour que nous lui presentions une majoration 
T!(n) < g(y) fondle sur une 4-partition. 
Proposition 2. 
T@“) G 2( 2y’) + (‘2’) - 2( 2y2) pour tout entier (Y 2 3 
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et par suite 
m<; “4 0 pour tout n. 
Preuve. Soit G le 4-graphe constitue par deux K&l disjoints, que now pouvons 
considerer comme deux repliques A et B de la geometric euclidienne EG((u - 1, 
2), et dont les autres a&es aa‘bb’ sont definies par l’ensemble des 3 conditions: 
a et a’ EA, b et b’ E B, les droites aa’ et bb’ sont orthogonales. 
Pour a, a’ et b donnes, les b’ appartiennent a un hyperplan de B passant par b 
et, puisque B est l’union de deux hyperplans disjoints, ti(G) < 5. La seconde 
partie de la proposition rtsulte de la croissance avec n du rapport T:(n)/(;). El 
11 se peut que T: soit plus facile a estimer que Ti ou T:. 
Les valeurs de T:(n) pour n = 5, 6, 7, 8 sont 1, 3, 7, 14. Nous avons obtenu 
29 < T:(9) 6 30 et aussi T:(13) =Z 185 et T,4(14) < 259; ces deux derniers resultats 
ne permettent pas d’ambliorer la majoration du premier nombre ternaire de 
Ramsey R3(4, 4) c 15 par la mtthode simple utilisee en [3] (selon Isbell [8], ce 
nombre est 213). 
Addendum 
Nous sommes reconnaissant au rapporteur de nous avoir fait connaitre la 
remarque de Ringel selon laquelle T:(n) est major6 par le crossing number de 
K,,. Selon [7], ce nombre est a son tour major6 par d(i), mais le bruit a couru 
qu’il avait CtC major6 par s(y), ce qui constituerait une autre demonstration de 
notre resultat. 
D’autre part, D. de Caen nous a fait savoir que W. H. Mills a demontrt que 
T:(9) = 30. L’adaptation de notre methode qui nous a permis ci-dessus de 
majorer T;(n) pour n = 9, 13 et 14 donne aussi Tz(10) c 50; cette inegalite 
devient done une CgalitC. 
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